Chapter 2

Curvas Parameétricas

Introducdo e Motivacio:

No estudo de curvas cartesianas estamos acostumando a tomar uma varidvel como
independente e a outra como dependente, ou seja y = f(z) ou x = h(y). Porem, alguns
movimentos ou caminhos sao inconveniente, dificil ou impossivel de ser descrito por uma

fungdo de uma variavel ou formula da forma y = f(x).

e Por exemplo é impossivel de descreve na forma y = f(z), o cicléide - trajetoria de
um ponto pertencente a um circulo de raio R posto a girar, sem deslizar, ao longo

de uma reta situada num plano horizontal.

Deduzimos a equacao do cicldide na proxima secao.

e Outro exemplo, suponhamos dois avidoes com mesmo velocidade percorre caminhos
retas de equagoes y = 2z + 3 e y = 3x — 2 respectivamente.Seré eles vao colidir?
Mesmo as retas interceptando no ponto (5,13), as equagoes nao indicar que os

avioes vao colidir.
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Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.1: Definicao e exemplos

Para resolve destes problemas, introduzimos curvas paramétricas. Em vez de definir
y em termos de x ou x em termos de y definimos ambos x e y em termos de uma terceira

varidvel chamado parametro.

2.1 Definicao e Exemplos

2.1 DEFINIGAO. Sejam um intervalo I C R e fungdes continuas x(t) e y(t) definidas em

I.

1) Dizemos que a fung¢do

A: I — R?

t = (z(t),y())

€ uma curva parametrizada.
2) O congunto C' = {(x(t),y(t)); t € I} (imagem da fun¢io \) é uma curva.

3) As equagoes

sao equagoes paramétricas da curva C. Dizemos também que essas equagoes parametrizam

a curva C.

O parametro t pode ser interpretado como tempo e (z(t),y(t)) nos da a posi¢ao de
um ponto no instante ¢, que se desloca no plano XOY. A curva C' é a trajetoria descrita
pelo ponto. Assim como é possivel fazer um percurso de varias maneiras (mais rapida ou
mais devagar, num sentido ou no outro, etc) uma dada curva pode ter varias equagoes
paramétricas.

Se o dominio do parametro é o intervalo fechado [a, b], entao (z(a),y(a)) é o ponto inicial

da curva e (z(b),y(b)) é o ponto final da curva.

2.2 Observacao. O grdfico de qualquer func¢ao pode ser pensado como uma curva parametrizada.

De fato, dado uma func¢ao y = f(x), o grdfico de f consiste dos pontos (x, f(z)), onde
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Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.1: Definicao e exemplos

percorre os valores permitidas do dominio. Se definimos

entao plotando os pontos P(t) = (z(t),y(t)) = (¢, f(t)) da o grdfico de f.

Exemplo 2.1. Considere a fungao y = x? no dominio —2 < x < 2. O grifico da fungao

como uma curva parametrizada é:

=1
2 <t <2
y =1

Seja P(t) = (t,t%), entio P(—2) = (—2,4), P(1) = (1,1) assim por diante.

P(-2) A P(2)
P(—1.5) P(1.5)
P(-1) P(1)
x P(0) )x
grafico estético movimento ao longo a curva

Exemplo 2.2. Determine equagdes paramétricas para a reta que liga Py = (xo,y0) ao

P = (xlvyl)'

Solucdo
Meétodo I: A reta é o conjuntos de pontos P = P(t) = (z(t),y(t)) tais que ]?’ = tﬁ,
e portanto,
z(t) = xo + (21 — o)t 0<t<1
y(t) =yo+ (y1 — wo)t
representa a reta ligando Py ao Pj.
Método II: A equagdo cartesiana da reta que liga (zq, o) ao (z1,y;) é dada por

Y1 — Yo

)(x—xo), T < x < 17.
1 — X

y:yo+<
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Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.1: Definicao e exemplos

Logo, da observagao 2.1.2, podemos parametrizar a reta por

x(t) =t

_ : <t<zx

Y Y Lo ST

y(t)zyo+< - °)(t—wo)
r1 — Ig

Exemplo 2.3. Determine equacoes paramétricas para o circulo Cy de raio 1 e centro
na origem.
Solucdo
Temos, P = (z,y) € Cy & 2> +y* =1
Para cada ponto P = (z,y) € (4, tomemos o

angulo ¢ entre OX e OP tal que ¢t € [0, 27].

Entao

x(t) = cost
it € 0,27
y(t) = sent

sao equacoes paramétricas dessa curva.

Exemplo 2.4. Os dois pares de equacoes a sequir também parametrizam o circulo Cy

de raio 1 e centro na origem:

Em i) o ponto se desloca mais rapido, percorre o circulo na metade do tempo, no

sentido anti-horario. Em ii) o ponto se desloca mais devagar e em sentido horario.
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Exemplo 2.5. Dado o circulo C' de raio v > 0 e centro no ponto (h,k) determine

equagoes paramétricas para C'.

Solucdo
Temos, P = (x,y) € C & (x—h)*+(y—k)* = r?

z—h 2 y—k 2
+ =1«<
T r
—h y—=k
Q = (:p ; y_> pertence ao circulo Cf,
r r
dado anteriormente. Tomemos entao
r—h
= cost
y Ly it € (0,27
= sent
r

Para cada ponto P = (z,y) € C temos

x(t) =rcost+h
:t € [0, 27]
y(t)=rsent+k

que sao equagoes paramétricas de C.

Exemplo 2.6. Seja a elipse E com centro no ponto (h, k), eizos paralelos aos eizos

coordenadas e semi-eixos a e b. Determinar equagoes paramétricas para E.

Solucdo , ,
— h)? — k)2 —h —k
TemosP:(:c,y)eE@(x )+(y ):1<:> i (L)) c1 e
a? b2 a b
—h y—k
S Q= (x , yT) pertence ao circulo C;. Tomemos entao
a
xr—h
= cost
ygk , ;t6[072ﬂ-]
~—— = sen
b
Para cada ponto P = (z,y) € E temos
x(t) =acost+h
Q ;t € [0,27]

y(t) =bsent+k

que sao equagoes paramétricas de E.
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Exemplo 2.7. Determinar as equagoes paramétricas do cicldide - trajetoria descrita

por um ponto P sobre uma circunferéncia de raio R que rola sem deslizar sobre o eizo x.

Solucdo

t é o angulo varrido pelo raio C'P quando o circulo rola para uma nova posi¢ao. O giro
da circunferéncia implica que
o comprimento do segmento PA= o comprimento do arco P'A, ou seja, |OA| = Rt.

Seja P’ = (x,y) e considere o tridngulo C'P'Q) :
P/

—Rcost

—Rsent

Logo as equagoes paramétricas sao:

r = |PA|+ |AB| = |PA|+|C'Q| =Rt — Rsent = R(t — sent)
y=1|QB|+|P'Q=R— Rcost=R(1— cost)
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Exemplo 2.8. Determinar as equacoes paramétricas do astrdide - trajetoria descrita
por um ponto P sobre uma circunferéncia de raio R/4 rolando sem deslizar ao longo de

outro circulo de raio R.

Solucdo

t é o angulo varrido pelo raio OA quando o circulo rola para uma nova posi¢ao. O giro
da circunferéncia implica que

o comprimento do arco AA’= o comprimento do arco PA’,

ou seja, Rt = RIQ = 0 = 4¢, onde 6 ¢é o angulo PSA’.

Seja P = (z,y) e considere o triangulo PSR, com angulo PSR = a. Entdo

a=60—t—180° = 3t — 180°.
As coordenadas do ponto P satisfazem as relacoes:

x:|OQ|—|RS|:§cost—§cosa
4 4
(1)

3R R
y:|SQ|+|PR|:Tsent+Zsena
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Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.1: Definicao e exemplos

Como a = 3t — 180°, temos que

cos (3t — 180°) = — cos (3t) = 3 cos t — 4 cos 3t
sen (3t — 180°) = — sen (3t) = 4 sen 3t — 3 sen t
Substituindo (2) em (1) temos
r = Rcos?t
y = Rsen3t

que sao as equagoes paramétricas do astroide.
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Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.2: Construcao de graficos
2.2 Construcao de graficos de curvas paramétricas

Neste secao, estudamos maneiras de esbogar graficos de curvas paramétricas

e METODO I: Fazendo uma tabela
As vezes podemos esbocar o grafico fazendo uma tabela escolhendo alguns valores
de t. Neste método nao é sempre aconselhavel pois é dificil sabe até quantos valores

de t podemos escolher para pode esbocar o grafico perfeitamente.

Exemplo 2.9. Esbocar a curva descrita pelas equacoes paramétricas

x=1t>—4
t —-2<t<3
V=3
Solucdo v A
t | x |y
210 |-1
-1-31-05
0 [-4]0
1 1-3105
2 10 |1
315 |15
| —9 4

e METODO II: Transformando a equagio paramétrica para cartesiana
Podemos esbogar o grafico de uma paramétrica transformando-la para cartesiana

eliminando o parametro t entre as equacoes.

Exemplo 2.10. Ache a equacao cartesiana da astrdide

x = R cos 3t
0<t<2m
y = R sen 3t

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso 79



Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.2: Construcao de graficos

Solucdo
N\ 1/3
x=Rcos3t = cost= 7
y\1/3
y=Rsen3t = sent = (—)
R
Como
cos’t+ sen’t = 1
7\ 2/3 Y\ 2/3
(7 & -
R R
23y y2/3 _ R23
que a equagao cartesiana. [

Exemplo 2.11. Eliminar o parametro t na sequinte equagao paramétrica e esbogar

seu grdfico
1
YT
Solucdo v A
-
YT 1y
1
Substituindo em = = , temos 2 1

Vi+1

1<
r=+1—y ouy=1-2% >\\
L L L L L )

Ou seja o grafico é parte do grafico da —1 1 2 3 4 5
—1 4+
parabolay =1 — 22, comz >0ey < 1.
|
-2 4+
_3 4
_4 A1
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Exemplo 2.12. Eliminar o parametro t na sequinte equagao paramétrica e esbogar

seu grdfico

x =3 cos (2t)
0<t<n
y =1+ 2 cos ?(2t)
Solucdo
x
x =3 cos (2t) = cos (2t) = 3
Substituindo em y = 142 cos ?(2t), temos
YA
2 2 t=7 _
y=1+<§> =1+% 2 i t=0m
Ou seja o grafico é parte do grafico da \\k’ﬁﬁ//‘
171
arabola ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
p x2 I I I I I I )
y=1+— -3 -2 -1 1 2 3 T
9 14

percorrida duas vezes, com

—3<z<3 e 1<y<2
[ |

e METODO III: Usando Nocoes de Calculo A
a) Pontos de intersegdo com os eixos, caso existem,ou facil de calcular

b) Pontos de auto-interse¢ao - pontos por onde a curva passa duas vezes (ou

seja em dois instantes diferentes), caso existem,

d d
c) Os tangentes horizontais (d_i =0e d—f # 0) caso existem,
d d
d) Os tangentes verticais <d—f =0e d_:Z =+ O) caso existem,

e) Estudo de crescimento e decrescimento de x e y
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Exemplo 2.13. Esbocar o grdfico de

r=1t>+1

43
= — +t+1
Y773

Solucdo

— Intersecao com os eixos:
—¢3
y=0= =3 +t 41 =0 que é dificil de resolver.

x # 0 Vt, entao a curva nao intersecta o eixo y.

— Auto-Intersecao:

Sejam t; < to tais que x(t1) = z(t2) e y(t1) = y(t2).

z(t) =z(ts) = (1) + 1= ()’ + 1=t =ty = t; = —ty.

y(t1) = y(tz2)
e =

(t)?
3

—tle:tleoutlzi\/g
1 = —1s

t; = 0= t; =ty (nao serve!). Entao t; = —V/3 ety = /3. Temos,

=4
t=+V3=
y=1
— Tangentes

d
d—i =2t =0 =1t = 0, ou seja a funcao tem uma reta tangente vertical no
ponto (1,1).
dy

= —t?+1=0=t = £1, ou seja a funcao tem 2 retas tangentes horizontais

dt

nos pontos (2,2) e (2,3).
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— Crescimento e decrescimento

d
sinalded—? ————— , ++++++++ , +t+++++ - —————
1 1 1
crescimento de x descrescente —1  descrescente 0 crescente 1 crescente
. dy ¢
sinalde —  _————— = L t+F+++ A+t
1 1 1
crescimento de y descrescente —1 crescente 0 crescente 1 descrescente
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Sec.3: Exercicios

2.3 Exercicios

[1] Esbogar os graficos das seguintes curvas paramétricas.

achar as equacgoes na forma cartesiana:

x =t

(1.1)

(1.3)

(1.5)

r=t(t? —2)

(1.7)
y=2(t*—1)

—— —— ——
< S 8
[
w0
~
[\]

x =1 —4t3
(1.2)

y=1

T =/t
(1.4) Vi , t>0.

y=t

T = 2 cotg O
(1.6) &

y = 2 sen 26

3t
rT=—
1+
V=15

Eliminando ¢ nas equacoes,

Eliana Prates, Ivana Matos, Joseph Yartey e Silvia Velloso

84



Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.4: Reta Tangentes
2.4 Reta Tangentes de curvas Paramétricas

Neste se¢ao queremos determinar a equacao da reta tangente ao equagoes paramétri-

cas dado por:

Recordamos que a equagao da reta tangente ao y = F(z) no ponto (a, F'(a)) é dado por

y = F(a)+m(x —a), onde ng—y = F'(a) (xx)
T lzx=a

d
Entao se podemos calcular d—y para as equagOes paramétricas, podemos usar ()
x

para achar a equacao da reta tangente.

e (Calculo de @ :
dx

Suponha que podemos eliminar o parametro ¢ em (x) e reescreve-lo na forma y =

F(z). Se substituirmos = = f(t) e y = g(t) na equagao y = F(x), obtermos

Derivando usando a Regra da Cadeia, temos

g'(t) = F'(f'(t))

Mudando a notacao, temos que

dy dx
A /Y S
i~ TG
dy
Resolvendo por F(z) = Ir temos
x
d v d
@y _ _dt ar
= e desde que p #0

dt
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Da mesma forma

dx

dr gt dy

d_y = d_—y’ desde que pn #0
dt

Exemplo 2.14. Ache as retas tangentes ao curva paramétrica dada por

T =1 —2t
no ponto (0,2).
y =2t -2
Solucdo
dy
dy o A

e T dx 312 -2

dt

Quandoz =0, y=2=1t=+2
Para t=—V2 ,m

Entdo a reta tangente no ponto (& = —/2) é

y:2—\/§x

d
Para t=+V2 ,m= el =
dx lt=v2
Entdo a reta tangente no ponto (¢ = v/2) é
y=2+ V2z
[ |
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2

alculo de —=
e (Calculo ede

Para calcular a segunda derivada usamos a regra da cadeia duas vezes:

dx? - dx

dx

d (dy

Py d (@) B E(%)
dx
dt

Exemplo 2.15. Calcule a sequnda derivada da sequintes equagoes paramétricas

r=1t>—2t
no ponto (0,2)
y=2t> -2

e diga se ela tem concavidade voltada para baixo ou para cima neste ponto.

Solucdo
d (dy d 4t
dy dt <%) _at <3t2 —2)
de? de — 32—-2
dt
4(3t% — 2) — (4t)(6t)

_ ( (3t* —2) )

N 3t2 — 2

o —122 -8

T (32— 2)3

Quando z =0, y =2 =t = +v/2, Logo

d?y B
da? li=+vz

1<0
2

Portanto a concavidade é voltada para baixo on ponto (0,2).
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2.5 Exercicios

[1] Calcule as expressoes das derivadas e os seus respectivos valores nos pontos dados:

xr = sen t ™ T dy T
(1.1) , 1€ [——,—], —~, mno ponto t= —
y= sen 2t 2720 dr 6
r=6t(14¢*)"" d 12
(1.2) ( ) , 0<t <1, —y, no ponto de abscissa —
y = 62(1 + ¢2)! dx )
v =1+ sen (5t) dy
(1.3) , t>0, ==, noponto t=238
y=1+Int dz
2
[2] Calcule 2 108 seguintes casos:
r = sent =e !
(2.1) te [— iy q (2.2)
y = sen 2t 272 y = et

[3] Verifique se:

x = sec (t d? d
(3.1) Q bt e ] — z, T [, satisfaz a equagao —z +é¥- Yy
y = In( cos t) 22 dx dx
x = arcsen(t d? d
(3.2) ®) ,t € [—1,1], satisfaz a equagdo sen x - ¢y +y- Yy

y=+1—_1 d? dx

[4] Determine uma equacgao da reta tangente ao grafico da curva C', no ponto de abscissa
1

Ty = 7 sendo C, definida parametricamente pelas equacoes

x =2 cos 3t

, t€[0,m].

y = 2 sen 3t

5| Determine as equagoes das retas tangentes e normal ao grafico da curva C', no ponto
g g

com ¢t = 1, sendo C', definida parametricamente pelas equacoes

r =t

y =1+ 2 arctg(t)
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2.6 Area de curvas paramétricas

Determinamos a area sobre uma curva dado por equagoes paramétricas:

tais que
tr # o = (x(t1), y(t1)) # (x(t2), y(t2))

(nao queremos repetir trechos da curva).

Recordamos que a area sob uma curva y = F(x) dea <z <bé
b
A :/ F(x) dx, (xx) onde F(z)>0.
Usando a equag@o paramétrica (*) como uma mudanga na integral definida (kx),

e Vamos supor que quando x = a, t = a (ou seja f(a) = a) e quando z = b, t = 3

(ou seja. f() =)

o du = f(t) dt

Substituindo em (kx), temos que area é

B8
A= / g(t) /(1) dt.

Exemplo 2.16. Determine a drea por baizo da cicldide 0<t< 27,

Solucdo
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Observe que nao ha trechos repetidos. Logo

2 dr 2m
A= / y(t) - - dt = / 6(1 — cost)-6(1— cost)dt
0 0

27
= 36/ (1 —2cost+ cos?t) dt
0

27
1 2t
= 36/ (1—2COSt—|—7+ ;OS )dt
0

2
= 18/ (3—4cost+ cos2t)dt
0

2

1
= 18 {3t—4sent+— sen Qt}
2 0
= 108m.

Exemplo 2.17. Calcular a drea da regiao do plano limitada pelo lago da curva C' de
t3
. , rT=——+t
equacoes paramétricas 3 ()

y=1t>—1

Solucdo

e Estudo de crescimento e decrescimento de z e y :

( dx
— =41
dt +

dy

=2t
\ dt

dy z=0
dt

d rT = — r =
d—f:O:>t:—1:> 3 ou t=1=

S Wi
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Cap.2: Curvas Paramétricas Sec.6: Areas

) dx
smaldeE ————— , +t+++4+4+4++ , ++++++ | —————— ;

1 1 1

crescimento de = descrescente —1  crescente 0 crescente 1 descrescente
) dy
sinalde - _————— - L tH++++ 4+

1 1 1

crescimento de y descrescente —1 descrescente 0 crescente 1 crescente t

Usando apenas estas informacoes temos a seguinte representacao gréafica para a curva

(fig.1) e no (fig. 2) apresenta esta curva de forma mais exata.

\ Auto- intesecgio

—2f3 213

E preciso calcular o ponto de auto-intersecao da curva, que é um ponto por onde o mével
passa duas vezes )ou sejam em dois instantes diferentes).

Logo, sejam t; < to tais que x(t1) = z(t2) e y(t1) = y(t2).

y(tl) = y(tg) = (t1)2 —1= (t2)2 — 1=t =+tty =t = —ts.

to)? ts)? to)?
(g) —tQI—(g) +t2:>—(§) —t2:O:>t2:Oout2:j:\/§

e = —
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ty=0= 1, =ty (ndo serve!). Entdo t; = —/3 ety = v/3. Temos,

t=+V3=
y=2
Pela maneira como a curva é descrita pelas equagoes, vemos que nao ha repeticao de
trechos. Logo,

V3 g

Yy
A = 2. t)—= dt
|03

V3 t3

= 2-/ <——+t)'2tdt
0 3
\/g t4

= 4./ <——+t2) dt
0 3

I A
— 4|- 4
55,
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Sec.7: Exercicios

2.7 Exercicios

[1] Determine a area limitada:

(1.1) pelo eixo Oz, x =1, x = e ea curvade
= o2
equacoes paramétricas
y =2+t

(1.2) pelas curvas de equagoes . =2 e

r=t*+1
y=1t>+2t

r=1t>—t
(1.3) pelo lago de curva
y=t>—1
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. o~

(1.4) pelo lago de curva 43
y=t=—=

[2] Seja R a regiao do plano acima da reta y = 2 e abaixo do arco da cicloide de equagoes

x(t) = 2(t — sent) teo.2n]
y(t) = 2(1 — cos t)

Esboce R e calcule a sua area.
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2.8 Comprimentos de curvas paramétricas

Deducao da férmula para comprimentos de arcos
Seja uma curva dada por equagoes

paramétricas continuas

tais que

t #ty = (x(t),y(t1)) # (2(t2), y(t2))

(nao queremos repetir trechos da curva)

Vamos determinar (ou melhor, definir) o comprimento L da curva:
Tomemos nameros tg,t1, -+ ,t, taisque a =ty <t1 < ---t;_1 <t; <---t, = b e pontos

sobre a curva P; = (z(t;),y(t;)), parai =1,--- ,n.

O comprimento da linha poligonal PyPy, PP, -+ ,P,_1F;,--- , P,_1P, é uma estimativa
para L, e tomando-se pontos P; cada vez mais proximo uns dos outros espera-se que este
comprimento se aproxime cada vez mais de L. Isto é, indicado a distancia entre P;_; e P;

por d(P;_1, P;) temos

L=d(Py,P)+dP,P)+ --+d(P,1,P,)

Da geometria analitica temos,

AP 1, ) =/ (y(t) — y(ti 1)) + (a(ts) — 2(ti_1))’

Supondo que cada uma das fungoes y(t) e x(t) tenha derivada continua, pelo teorema do

valor médio para derivadas, em cada intervalo [t;_1,t;] existem «ay, §; € [t;_1,;] tais que
r(t;) —x(tioy) = (i) - (i —tica) e y(ts) —y(tic) =y (Bi) - (ti —tic1)

Indicando At; = t; — t;_1 temos

AP, P) = W (8) + (#(5)) A
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Entao,
n

LY\ (B)) + @B A e L= lm (Z%(y’(ﬁn)%(x'(ﬁi)mti)

max At;
1=0

Como y/(t) e 2'(t) s@o continuas,

r- [ O+ @)

b
2.3 Observagao. Sewv(t) € o vetor velocidade da curva parametrizada entio L = / lu(t)] dt.

Isto € "a integral do modulo da velocidade € igual a distdncia percorrida’”.

Exemplo 2.18. Use integral para calcular o comprimento do circulo de raio 4 e centro

(1,2).

Solucdo

Sejam as equacgoes paramétricas do circulo

r=4cost+1
t € 10,27
y=4sent+2

Com estas equagoes nao ha repeticao de trechos da curva

2 2 27
L:/ \/(—4-sent)2+(4cost)2dt:4/ Vv sen 2t + cothdt:Zl/ dt = 8.
0 0 0

2.4 Observagao. O comprimento da elipse (que nao seja circulo) nao pode ser calculado

de forma andloga pois para a® # V* a integral / Va2 sen 2(t) + b2 cos 2(t) dt ndo pode

ser representada usando funcoes elementares.
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Exemplo 2.19. Calcule o comprimento de arco da curva de equagoes paramétricas

Solucdo

Observe que héa trechos repetidos pois

(x(t1),y(t1)) = (z(t2),y(t2)) Vi1 €[0,1/2] e Vi, €]1/2,1].

Logo o comprimento

1/2 1/2 1/2 1
LI/ \/(1—2t)2+(0)2dt=/ \1—2t\dt:/ (1-2t) dt = .
0 0 0

Exemplo 2.20. Esboce e calcule o comprimento de arco de equagoes paramétricas

x=2(cost—1)
t €10, 27]
y=2(t+ sent)

Solucdo

e Estudo de crescimento e decrescimento de z e y :

(
d
d—j:—Zsent
d
\ d_i:2(1+ cos t)
( 0
d T =
—x:0:>t:0:>
dt y=0
dy rz=—4 =0
Z=0=>t=7= ou t=2r=
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) T
sinal de — ] ———— — — — , ++++4++
dt 1 1 1
crescimento de x 0 descrescente 7 crescente 21 t
. dy
smalde% , +++++ , +t+H+H+H+H+
1 1 1
crescimento de y 0 crescente m crescente 2m t

Usando apenas estas informacoes temos a seguinte representacgao gréafica para a curva

(fig.1) e no (fig. 2) apresenta esta curva de forma mais exata.

47

12m

Pela maneira como a curva é descrita pelas equacoes, vemos que nao ha repeticao de tre-

chos. Logo,

L = /27r \/(—2 sen t)2 + (2(1 + cos t))? dt =

0

27 2
= 2/ Vsen2t+1+2cost+ cothdt:2/ V2 +2cost dt
0

27
= 2\/5/ V1+ costdt
0
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t 1 t
Usando a formula cos 2 (—) = %. Temos

2

2 2
Lz%@/\&wﬂﬁﬁﬁ:4/\aBW®wt
0 0
Entao de acordo com o sinal de cos (t/2),

L::4<AﬂC%(Uﬂ)ﬁ—ié%(ms@ﬁhdo::8[%n@ﬁmg—8[%m(ﬁﬁﬁ”:16

Exemplo 2.21. Esboce a curva e calcule o comprimento de arco do laco da curva de

equacoes paramétricas

r=t>+1

t3 tGR
= — —t+1
Y73

Solucdo

e Estudo de crescimento e decrescimento de z e y :

( dx

— =2t

dt

dy 2

— =t"—-1
\ dt
(d 1

Tr =

—x:0:>t:0:>

dt =1

$:O:>t:—1:> 5 ou t=1= 1
\ V=3 V=3
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d
Sinalded—f ————— - et et o S e oot o o
1 1 1
crescimento de x descrescente —1 descrescente 0 crescente 1 crescente ¢
) dy
smaldea ++++4+, —————— || - ——— —— 4+
1 1 1
crescimento de y  crescente —1 descrescente 0 descrescente 1 crescente t

e (Calculando a auto-intersecao:

Sejam t1 < to tais que x(t1) = z(t2) e y(t1) = y(t2).

w(t) =x(ty) = (1) +1= ()2 + 1=t = £ty = ), = 1.

y(t1) = y(ta)
e = —

(t2)°
3

to)? ta)?
+t2—|—12(§) —t2—|—1:>—(§) +t2:O:>t2:Oout2:i\/§

tl - —tz

ty = 0= 1, =ty (ndo serve!). Entdo t; = —/3 e ty = v/3. Temos,

t=+V3=
y=1

Esbogando a curva com estas informagoes temos a seguinte representacao gréfica

para a curva (fig.1) e no (fig. 2) apresenta esta curva de forma mais exata.
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Calculando o comprimento do lago

V3 V3
L = / V(202 + (12 — 1)2 dt:/ Vit + 22+ 1 dt
-3 ~V3

V3 V3
= / V(2 4+ 1)2 dt:/ t? + 1]dt
V3 V3

Como t? + 1 é positivo para todo t,

L:/ﬁ(t2+1)dt: EH} = 44/3.

V3
Exemplo 2.22. As equagoes paramétricas a sequir dao a posi¢do de uma particula em

cada instante t, durante o intervalo de tempo 0 <t < .
x = cos (2t)

y = sen (1)
a) Calcule a distancia total percorrida pela particula.

b) Verifique se hd trechos da trajetoria que sao repetidos durante o movimento.

c) Esboce a trajetoria e calcule seu comprimento.

Solucdo
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a) Basta aplicar a formula do comprimento de arco no intervalo 0 < ¢ < 7 (se houver

repetigao de algum trecho, deve ser contabilizada).

dx
== —2 sen (2t) = —4 sen (t) cos (t)
()
dy
i 2 sen (t) cos (1)

D = /ﬂ /16 sen 2(t) cos 2(t) + 4 sen 2(t) cos 2(t) dt = \/5/7r\ sen (2t)| dt =

De acordo com o sinal de sen (2t), temos

D:\/5/0F|S@n(2t)|dt:\/5</o7r/2 sen (2t) dt—/ﬂ

™

/2

sen (2t) dt) = 2v/5.

b) Vamos determinar valores de ¢ tais que t; < ty e (z(t1),y(t1)) = ((t2),y(t2)) :

Das equagoes () temos,
sen 2(t1) = sen (1) sen (t1) = sen (t9)
T
com = com Sty =m—t;comt; € [O, 5}

ty <ty ety,ty € 10,7 ty <ty ety ty €0,

cos (2ty) = cos (2w — 2t;) = cos (—2t;) = cos (2t;)

Entao nos instantes ty e t; tais que t; € [0,7/2] e t = m — t1, a particula ocupa a
mesma posi¢ao. Concluimos que apo6s t = /2 a particula repete (retorna) a mesma

trajetoria descrita até este instante.

c¢) De acordo com b) s6 precisamos trabalhar com ¢ € [0,7/2]. Com as equagoes (*)

temos

rz=1
t=0= ; t=m/2
0
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Esta trajetoria ¢ de fato um segmento da reta y = (1 — 2x)/2 (tente verificar!)

De acordo com o que foi discutido antes, o comprimento da trajetoria é igual a
D

metade da distancia percorrida pela particula, ou seja, L = 5 = V5.
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2.9 Exercicios

[1] Calcule os comprimentos das curvas descritas abaixo:

1
xr=2cost T = -
(1.1) 0<t<om (1.2) b 1<t<?
y=2sent y=1Int
T = a cos 3t r=t—1t?
(1.3) ,0<t <2, a>0 (1.4) ,0<t <1
y = a sen 3t y=0
r=a(t — sent) x = e sen t o
(1.5) ,0<t < 27 (1.6) ,0<t < —
y=a(l— cost) y=-¢e'cost 2
~ x=4t+3 ~ o )
[2] As equagbes ) dao a posigao (z,y) de uma particula no instante t.
y =2t
Determine a distancia percorrida pela particula durante o intervalo de tempo 0 <t < 5.
r =t
[3] Determine o comprimento de arco do lago de curva 3
y=t—+

3

e
<
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2.10 Respostas dos Exercicios Propostos

e Construgao de graficos de curvas paramétricas (pagina 84)

1 oy A
y A (1.1)y* ==z (1.2) 2% = 5> — 8y* + 16y°

> >
x T
1
YA (1.3) y = g(lnx)nglnx yA
(1.4) y = 22
>
x
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W)y ’

T —7 Y
A 8
1.6) y = ———
(1.6) y x2+4
x
_ >
X
y A (1.7) 82 —y* +2y> +4y —8 =0 YA (1.8) 23+ 43— 32y =0
>
X
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e Reta tangentes de curvas paramétricas (pagina 88)

r 1) % dy _ 2cos(2t) dy _2V3
dr  cos(t) = dwl=z 3
d 2t 12 1 d 4
[1] ¢ (1.2) di =1 Pearaz=—, temos t = —, logo ﬁ — =3
(13 QL 1 dyp 9
| de t 14 (m/2)cos(5t)’ drli=s 8-+4m
d*y 2 cos (2t). sen (t) — 4. sen (2t). cos (t) d*y 5
2 21) — = 2.2) —Z =12¢™
12 { (21) dx? cos 3(t) (22) dx? ‘
4]y = v3z + V3
5 Reta Tangente: y — (1 + 5) = 2(z — 1)
1
Reta Normal: y — (14 %) = —15(20 - 1)
e Area de curvas paramétricas (pagina 93)
9e — 10 52 8 8v/3
19 (11 : 1.2) — u. 1.3) — u. 14) — u
H{( ) T ( )15ua (3)15ua ( )5ua
2] (2 +8) u.a
e Comprimento de arcos (pagina 104)
V5 2445
1.1) 47 u.c 1.2 \/5——+1 } u.c 1.3) 6a u.c
(1.1) (1.2) Y (1.3)
1]
1
1.4) = u.c 1.5) 8a u.c 1.6) vV2(e™? — 1) u.c
( 4

2] 10v/26 + 2In(5 4+ v26) u.c  [3] 4V3 uc
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