4.12 Maximos e minimos de funcoes de duas variaveis

Definicdo 4.12.1. Seja z = f(x,y) definida num conjunto aberto U C R2.

(1) Um ponto (xo,y0) € um ponto de minimo local de f se existe uma bola B com

centro (o, o), tal que f(x,y) > f(xo,y0) para todo (x,y) € B.

(2) Um ponto (xg,yo) € um ponto de maximo local de f se existe uma bola B com

centro (o, o), tal que f(x,y) < f(xo,y0) para todo (x,y) € B.

Em ambos os casos, (ro,yo) € dito extremo relativo ou local de f e f(zo,y0) €

dito valor extremo de f.

Exemplo 4.12.1. Se z = f(z,y) = 2? + y? entdo (0,0) € ponto de minimo local de f.
De fato, 2* + y* > 0 para todo (x,y) € R
0= £(0,0) < f(z,y) = 2* +y?, para todo (z,y) € R*.

E o valor minimo € f(0,0) = 0.

Teorema 4.12.2. Seja f : U C R? — R uma funcado diferencidvel no aberto U e

(0,y0) € U wm ponto extremo local de f. Entao

0 0
a—i(ifo,yo) =0e a—g(ﬂfo,yo) =0

Definicdo 4.12.3. Seja z = f(x,y) definida num conjunto aberto U C R? . Um ponto

0 0
(zo,Y0) € um ponto critico de f se as derivadas parciais P (xo,%0) € a—f(ato,yo) 800
Y

x
iguais a zero ou se f nao € diferencidvel em (xg, o) -

Geometricamente, um ponto é ponto critico de uma fun¢ao num ponto quando o

grafico da fungao nesse ponto nao tem plano tangente ou o plano tangente é horizontal.

Os pontos de extremos locais (maximos ou minimos) sdo portanto pontos criticos.
Um ponto critico que nao ¢ maximo local nem minimo local é chamado de ponto de

sela.
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Classificagao dos pontos criticos

Teorema 4.12.4. Seja z = f(x,y) uma fungao cujas derivadas parciais de 1* e 2% ordem
sao continuas (f € de classe C?) num conjunto aberto U C R? e (xg,y0) € U um ponto
critico de f.

Denotamos por H(xg,yo) o determinante da matriz Hessiana de f no ponto (o, yo)

H(fl?o, yO) = ffm (xo’ yO) fxy(xo’ yO) = fmm(xm yO)fyy ('T07 yO) - [fzy(xm Z/o)]2
fmy(xmyO) fyy(l’o, Yo)

Entao
(a) Se H(xo,y0) >0 € frz(xo,y0) > 0, entao (xo,yo) € ponto de minimo local de f.
(b) Se H(zo,y0) > 0 e fou(zo,y0) <0, entdo (zo,yo) € ponto de mdzimo local de f.
(c) Se H(xg,y0) < 0 entdo (zg,yo) € ponto de sela de f.

(d) Se H(xo,y0) = 0 nada podemos afirmar: f pode ter um mdzimo local ou minimo

local ou um ponto de sela em (xq, o).

Observagdo 4.12.5. Note que se H(xg,yo) > 0 entdo ambos fr.(x0,y0) € fyy(To,v0) deve

ter o mesmo sinal, logo em (a) e (b) podemos substituir fy.(xo,yo) por fy,(zo,Yo)-
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Figura 4.1: minimo Figura 4.2: maximo Figura 4.3: sela
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Exemplo 4.12.2. Classifique os pontos criticos de f(z,y) = 15xy* — 423 + 15y3 + 48z — 6.

Exemplo 4.12.3. Classifique os pontos criticos de f(x,y) = z* +y* — 22% — 2°.
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4.13 Multiplicadores de Lagrange

Em muitas aplicagoes praticas da maximizacao e da minimizagao, o problema consiste
em maximizar ou minimizar, uma dada funcao sujeita a certas condig¢oes laterais ou

restricoes sobre as variaveis envolvidas.

4.14 Exercicios
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